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ВсОШ, 2022/23, заключительный этап, 11 класс, теоретический
тур
Всероссийская олимпиада школьников по физике Условия, ответы и решения

Задача 1 Щель Кассини

В непрозрачном плоском слое толщиной h просверлено отверстие, форма боковой поверхно-
сти которого представляет собой усечённый конус с диаметрами оснований d и D, ось кото-
рого перпендикулярна плоским поверхностям слоя. Боковая поверхность конуса посеребрена
и идеально отражает падающий на неё свет. За слоем на расстоянии L от ближайшей к нему
плоской поверхности слоя находится плоский экран.

Система освещается параллельным потоком света, направленным вдоль оси конуса.

Геометрические параметры h, d, D и L связаны соотношениями: D ≪ h ≪ L, D = 4d.

1. Изобразите картину, наблюдаемую на экране. На рисунке укажите все характерные гео-
метрические размеры.

2. Как изменится картина из пункта 1, если между слоем и экраном поместить тонкую со-
бирающую линзу? Фокусное расстояние линзы F = L/2, главная оптическая ось линзы
совпадает с осью конуса, экран расположен в фокальной плоскости линзы.

Примечание: все характерные геометрические размеры должны быть выражены через d, h и L.

Подсказка

Каждое отражение от зеркальной стенки увеличивает угол луча с осью на 2α, где α — угол на-
клона образующей конуса к оси. Выясните, какая часть входного сечения даёт лучи с одним
отражением, какая — с двумя, и под какими углами они выходят. Линза собирает каждый па-
раллельный пучок в точку фокальной плоскости.

Ответ

1) центральное пятно диаметром d, кольцо ширины d с радиусом средней линии R1 = 3dL/h
и кольцо ширины d/2 с радиусом внешней границы R2 = 6dL/h; 2) пятно превращается в
«точку», кольца — в «окружности» радиусами R′

1 = 3dL/(2h) и R′
2 = 3dL/h.
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Решение

1. Рассмотрим пучок лучей, падающих на правое (по рисунку) основание конуса диаметром
D. Часть лучей, идущих в пределах круга диаметром d с центром на оси конуса, проходит без
препятствий и образует на экране круглое пятно того же диаметра.

Остальные лучи, прошедшие через входное сечение конуса, испытывают не менее одного от-
ражения от боковой поверхности конуса. Поскольку оптическая схема имеет осевую симмет-
рию, то эти, испытавшие отражения, лучи будут образовывать кольца, с центром в точке пере-
сечения экрана осью конуса. Выясним количество и геометрию этих колец (радиусы иширину
колец, а также возможность их перекрытия друг с другом).

Первое решение: Рассмотрим луч, падающий на самый край входного сечения конуса. До по-
падания на экран он испытает максимальное количество отражений от боковой поверхности
конуса. После каждого отражения от зеркальной поверхности угол между лучом и осью конуса

увеличивается на 2α, где tgα =
D − d

2h
=

3d

2h
.

Применим для определения числа отражений известный в оптике метод, когда вместо отра-
жения луча от поверхности и изменения его направления, рассматриваем прямую линию лу-
ча, отражая вместо него в границе раздела область пространства. При этом вместо ломаной
и равнобокой трапеции, соответствующей осевому сечению конуса, получится луч и система
трапеций (см. рис.).

Малые и большие основания трапеций при этом почти соответствуют сторонам многоуголь-
ников, вписанных в две концентрические окружности.

Радиус внутренней (r) и внешней (R) окружностей определяются из соотношений: d = 2r sinα
и D = 2R sinα. Тогда отношение радиусов окружностей равно отношению соответственных
диаметров конуса:R = 4r. Также несложно получить соотношение: h = (R− r) cosα = 3r cosα.

Пусть угол, который образует выбранный луч с радиусом в точке пересечения внутренней
окружности, равен β, тогда sinβ = 4 sinα. Искомое число отражений луча равно целой части
отношения:

x =
β + α

2α
.

Если применить условие D ≪ h, получим, что β ≪ 1, следовательно, β ≈ 4α и x ≈ 2,5. Числен-
ное значение величины xможно использовать для нахождения числа колец и ихширин. Целая
часть соответствует числу полных колец ширины d (вместе с центральным пятном диаметра
d). Дробная часть соответствует ширине (в единицах d) последнего неполного наблюдаемого
кольца наибольшего радиуса.
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Таким образом, при x = 2,5 на экране помимо центрального пятна наблюдается ещё два коль-

ца. Первое кольцо имеетширину d (полное) и радиус средней линииR1 = 2αL =
3dL

h
(см. рис.).

Второе кольцоимеетширину d/2, что соответствует в рамках приближения дробной части чис-

ла x, и радиус внешней границы R2 = 4αL =
6dL

h
.

Второе решение: Рассмотрим влияние «конического зеркала» на параллельный его оси пучок
световыхлучей. Учитываяочевиднуюсимметриюкартиныотносительновращенийвокруг оси
конуса, рассмотрим одно его осевое сечение и лучи, падающие только на одну из боковых сто-
рон получившейся в сечении трапеции.

Обозначим угол полураствора конуса α. Из геометрии находим tgα =
D − d

2h
=

3d

2h
. Так как

D ≪ h, то α и все углы того же порядка можно считать малыми. Тогда α =
3d

2h
.

Ясно, что лучи, не испытавшие отражения от поверхности конуса, продолжат идти параллель-
но его оси и образуют на экране круглое пятно диаметром d.

Лучи, испытавшие одно отражение и попавшие после этого в выходное отверстие, будут идти
под углом α1 = 2α к оси. Зона отражения этих лучей (x1) определяется по точке отражения
«крайнего» луча 2 (см. рис.).

С учётом малости углов легко найти ширину этой зоны:

x1 · (tgα1 − tgα) = d ⇒ x1 ≈
d

α
≈ 2h

3
.
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Данная группа лучей образует на экране кольцо ширины d с центром на оси и радиусом сред-

ней линии R1 = α1L =
3dL

h
.

Далее, рассуждая аналогично, мы понимаем, что каждое дополнительное отражение увели-
чивает угол наклона луча к оси ещё на 2α. Рассмотрим лучи, отразившиеся от конической по-
верхности отверстия дважды.Они выйдут из пластиныпод угломα2 = 4αиобразуютна экране
следующее кольцо. Найдём расстояние x2 между точками первого отражения пограничных лу-
чей из этой группы.

Так как α ≪ 1, то с хорошей точностью x2 = x1 = 2h/3. Заметим, что x1 + x2 = 4h/3 > h.
Это означает, что лучи, испытавшие два отражения, пересекают не всю площадь выходного
отверстия. По крайним лучам этой группы (3 и 4) можно определить толщину второго кольца:

d2 = d/2 и радиус его внешней границы R2 = α2 =
6dL

h
.

2. Поместим посредине между пластиной и экраном тонкую линзу. По условиюL = 2F , значит
плоскость экрана является для линзыфокальной, и параллельныепучки лучей сфокусируются.
Центральное пятно превратится в «точку» (не в математическом смысле, а в физическом, по-
скольку дифракционные явления принципиально ограничивают минимальный размер обла-
сти фокусировки), а кольца— в «окружности». Радиусы «окружностей» (бывших колец) умень-

шатся вдвое: R′
1 = αL =

3dL

2h
и R′

2 = 2αL =
3dL

h
.
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Задача 2 Похоже на Сатурн

По поверхности тонкого плоского непроводящего кольца с внутренним и внешним радиусами
r1 и r2 соответственно распределён положительный заряд с постоянной поверхностной плот-
ностью σ. Центр непроводящего шара радиусом R ≪ r1, r2 совпадает с центром кольца. Шар
равномерно заряжен по объёму положительным зарядом Q.

Примечание: Ответы на каждый из вопросов задачи должны быть упрощены с учётом прибли-
жения R ≪ r1, r2.

1. В каких пределах изменяется модуль электрического поля на поверхности шара?

2. При каких значениях σ вектор напряжённости результирующего поля в точках на поверх-
ности шара, удалённых от плоскости кольца на расстояние большее, чем 0,1R, можно
считать направленным вдоль оси вращения системы? Заряд Q считайте известным.

Подсказка

Вблизи центра поле кольца линейно по координатам: продольная компонента Ez ∝ z нахо-
дится на оси, а поперечнуюEr ∝ r даёт теорема Гаусса для маленького цилиндра (поле кольца
в центре без зарядов внутри). Сложите с полем шара и сравните радиальные множители.

Ответ

1)
∣∣∣∣ Q

4πε0R2
− σR

4ε0

(
1

r1
− 1

r2

)∣∣∣∣ ≤ E ≤ Q

4πε0R2
+

σR

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
; 2) σ =

Qr1r2
R3(r2 − r1)

.
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Решение

1. Пусть R⃗ — радиус-вектор, проведённый из центра шара в точку на его поверхности. Тогда
для электрического поля шара на его поверхности получим:

E⃗ =
QR⃗

4πε0R3
.

Далее воспользуемсяцилиндрическимикоординатами r, z. Начало координат совпадает сцен-
трамикольцаишара, ось z направлена вдоль оси вращения системы, а r обозначает расстояние
от рассматриваемой точки до оси z.

Определим электрическое поле кольца на его оси вращения.

Первый способ: Рассмотрим окружность радиусом r′ с зарядом dq, распределённым равно-
мерно по её периметру. Тогда на оси вращения окружности в точке с координатой z электри-
ческое поле равняется:

dEz =
z dq

4πε0(r′2 + z2)3/2
.

Поскольку z < R ≪ r1, r2 — при любых значениях z справедливо приближение:

dEz ≈
z dq

4πε0r′3
.

Учитывая, что для кольца dq = 2πr′ dr′ σ, его электрическое поле на оси z равняется:

Ez =
σz

2ε0

∫ r2

r1

r′ dr′

r′3
=

σz

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Второй способ: Электрическое поле кольца на его оси может быть найдено с помощью тео-
ремы о телесном угле. Покажем, что если по плоскому слою равномерно распределён заряд с
поверхностной плотностью σ, то в точке A компонента электрического поля, перпендикуляр-
ная слою, равна:

En =
σΩA

4πε0
,

где ΩA — телесный угол, под которым виден плоский слой из точки A.

Доказательство: рассмотрим элемент плоского слоя с площадью dS. Пусть e⃗n — единичный
вектор нормали к поверхности слоя, направленный к точке A, а r⃗ — радиус-вектор, прове-
дённый от элемента слоя к точке A. Тогда для нормальной компоненты электрического поля
элемента слоя получим:

dE⃗n = e⃗n · σr⃗ dS
4πε0r3

=
σ

4πε0
· r⃗ · dS⃗

r3
.
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Еслинаправления векторов r⃗ иdS⃗ изменить на противоположные, величина (r⃗·dS⃗)/r3 по опре-
делению будет представлять собой элемент телесного угла dΩA, под которым элемент плоско-
го слоя виден из точки A. Таким образом:

dEn =
σ dΩA

4πε0
⇒ En =

σΩA

4πε0
,

что и требовалось доказать.

Определим телесный угол, под которым виден диск из точки, расположенной на его оси. Он
равен телесному углу, под которым виден из центра сферы её сегмент, ограниченный конусом
с углом раствора 2α, вершина которого совпадает с центром сферы:

dΩ =
dS
R2

=
2πR sinφ ·R dφ

R2
=

2πR ·R sinφ dφ
R2

=
2πR dh
R2

⇒ Ω =
2πh

R
,

где h = R(1− cosα). Отсюда:
Ω = 2π(1− cosα).

Тогда для телесного угла, под которым виден диск радиусом r из точки, находящейся на его
оси вращения на расстоянии z от центра, получим:

Ωд = 2π

(
1− z√

r2 + z2

)
.

Телесный угол, под которым видно кольцо на его оси вращения в точке с координатой z, может
быть получен как разность телесных углов дисков радиусами r2 и r1:

Ωк = 2π

(
z√

z2 + r21
− z√

z2 + r22

)
≈ 2πz

(
1

r1
− 1

r2

)
⇒ Ez =

σz

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Наконец, обратим внимание, что компонента электрического поля кольца, перпендикулярная
его плоскости, вблизи оси вращения кольца является практически постоянной. Это связано с
тем, что складываемые компоненты электрического поля имеют одинаковое направление, а
расстояние до каждого заряженного элемента кольца при малых отклонениях от его оси вра-
щения также изменяется на малую величину. Таким образом:

Ez(r, z) ≈ Ez(0, z) ≈
σz

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Далее определим компоненту электрического поляEr кольца, перпендикулярную его оси вра-
щения. Вблизи плоскости кольца величина данной компоненты электрического поля является
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практически постоянной, поскольку, как и в случае с компонентойEz, при малых отклонениях
от плоскости кольца направления складываемых компонент векторов не изменяются, а рас-
стояния также изменяются на малую величину. Таким образом:

Er(r, z) ≈ Er(r, 0).

Первый способ: Воспользуемся теоремой Гаусса для цилиндра радиусом r и высотой 2h, со-
осного с кольцом:

Φ = Φосн +Φбок = 0,

где Φосн и Φбок — потоки электрического поля кольца через основания цилиндра и боковую
поверхность соответственно.

Поскольку компонента электрического поля кольца Ez практически не зависит от r, а компо-
нента электрического поля кольца Er практически не зависит от z:

Φосн = 2 · πr2Ez Φосн = 2πr · 2h · Er ⇒ Er = −Ezr

2z
.

Подставляя полученное ранее выражение для Ez:

Er = − σr

4ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Второй способ: Рассмотрим окружность радиусом r′, по периметру которой равномерно рас-
пределён заряд q. В точке окружности, расположенной на расстоянии r ≪ r′ от его центра,
электрическое поле направлено вдоль линии, соединяющей центр кольца с рассматриваемой
точкой.
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Пусть φ — угол, отсчитываемый между линиями «точка — центр окружности» и «элемент за-
ряда— центр окружности». Тогда для элементарной компоненты электрического поля dEr по-
лучим:

dEr = − dq (r′ cosφ− r)

4πε0(r′2 + r2 − 2r′r cosφ)3/2
.

Учтём, что dq = q · dφ/(2π), и введём параметр a = r/r′:

dEr = − q

8π2ε0r′2
(cosφ− a) dφ

(1 + a2 − 2a cosφ)3/2
.

Упростим полученное выражение с учётом a ≪ 1:

cosφ− a

(1 + a2 − 2a cosφ)3/2
≈ (cosφ− a)(1 + 3a cosφ) ≈ cosφ− a+ 3a cos2 φ.

Здесь мы пренебрегали всеми порядками малости выше первого. Получим:

Er = − q

8π2ε0r′2

∫ 2π

0
(cosφ− a+ 3a cos2 φ) dφ = − qa

8π2ε0r′2

∫ 2π

0
(3 cos2 φ− 1) dφ.

Здесь мы учли, что интеграл от тригонометрической функции за период равен нулю. Продол-
жая интегрирование: ∫ 2π

0
(3 cos2 φ− 1) dφ =

∫ 2π

0

3 cos 2φ+ 1

2
dφ = π.

Тогда для Er имеем:
Er = − qr

8πε0r′3
.

При переходе к исходному кольцу Er → dEr, а q → dq = 2πr′ dr′ σ. Тогда для компоненты
электрического поля кольца Er получим:

Er = − σr

4ε0

∫ r2

r1

r′ dr′

r′3
= − σr

4ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Введём угол α между плоскостью кольца и радиус-вектором R⃗. Тогда для r и z получим:

r = R cosα z = R sinα.
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Для компонент электрического поля на поверхности шара получим:

Ez =
R sinα

ε0

(
Q

4πR3
+

σ

2

(
1

r1
− 1

r2

))
Er =

R cosα
ε0

(
Q

4πR3
− σ

4

(
1

r1
− 1

r2

))
.

Величина электрического поля определяется выражением E =
√

E2
z + E2

r и достигает экстре-
мальных значений при α = 0, π/2. Поскольку заряды кольца и шара положительные, для них
имеем:

E1 = E(0) =

∣∣∣∣ Q

4πε0R2
− σR

4ε0

(
1

r1
− 1

r2

)∣∣∣∣ E2 = E(π/2) =
Q

4πε0R2
+

σR

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

Поскольку E1 < E2, окончательно находим:∣∣∣∣ Q

4πε0R2
− σR

4ε0

(
1

r1
− 1

r2

)∣∣∣∣ ≤ E ≤ Q

4πR2
+

σR

2ε0

(
1

r1
− 1

r2

)
.

2. Для того чтобы электрическое поле можно было считать направленным вдоль оси z враще-
ния системы, компонента Er электрического поля должна обращаться в ноль, чему соответ-
ствует единственное значение σ, равное:

σ =
Qr1r2

R3(r2 − r1)
.

Отметим, что при данном значении σ компонента Ez не обращается в ноль в точках, удалён-
ных от плоскости кольца на значительное расстояние. Вблизи плоскости кольца компонента
электрического поля Ez в точности стремится к нулю, а полученное нами приближение для
компонентыEr электрического поля становится неприменимым (для полученной σ), посколь-
ку не учитывает более высоких членов разложения, и, соответственно, в точках, находящихся
вблизи плоскости кольца, электрическое поле на довольно коротком участке становится на-
правленным вдоль плоскости кольца.

Задача 3 Кружатся диски

На рисунке показана схема электрической цепи, состоящей из источника с электродвижущей
силой E , конденсатора ёмкостью C, катушки индуктивностью L, ключа K и металлического
диска радиусом R. Диск может вращаться вокруг своей оси без трения. Диск расположен в од-
нородном магнитном поле с индукцией B⃗, направленном вдоль его оси так, как показано на
рисунке. Практически вся масса m диска сосредоточена в его тонком ободе. Источник соеди-
нён с диском в его центре O, а катушка индуктивности соединена с диском с помощью непо-
движного скользящего контакта A. Омическим сопротивлением контура, по которому течёт
ток, и наличием у него индуктивности (дополнительно к L) можно пренебречь. Изначально
ключ K разомкнут, диск неподвижен, ток в катушке отсутствует, а конденсатор не заряжен.
Ключ K замыкают.
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Определите максимальную угловую скорость диска ωmax после замыкания ключа, а также вре-
мя τ после замыкания ключа, через которое угловая скорость диска впервые достигает значе-
ния ωmax.

Подсказка

Вращающийся диск — источник ЭДС индукции ωBR2/2, а ток через диск создаёт момент сил
Ампера. Сравнив закон Кирхгофа с законом сохранения энергии (или записав уравнение вра-
щения), получите, что ω пропорциональна заряду конденсатора. Тогда для ω выходит уравне-
ние гармонических колебаний.

Ответ

ωmax =
4BCE

4m+B2R2C
; τ = π

/√ 1

LC
+

B2R2

4mL
.

Решение

Пусть диск вращается с угловой скоростью ω в направлении против часовой стрелки. У носи-
телей зарядов, находящихся на расстоянии r от оси диска, появляется коллективная скорость
ωr, перпендикулярная оси диска, и, соответственно, появляется одинаковая (не зануляющаяся
при суммировании по всем носителям) составляющая силы Лоренца, которая вызовет пере-
распределение носителей по радиусу до стационарного состояния, в котором разность потен-
циалов в точках, находящихся на расстояниях r и r + dr от оси диска, равна dφ = ωB r dr.

Таким образом, присутствие магнитного поля вызовет появление во вращающемся диске ЭДС
индукции, равной:

Eинд = ωB

∫ R

0
r dr =

ωBR2

2
, (1)

по знаку противоположной ЭДС источника.

Запишем второй закон Кирхгофа для контура электрической цепи:

E + Eинд = E − ωBR2

2
= Lq̈ +

q

C
, (2)

где q — заряд конденсатора.

Далее запишем закон изменения энергии в электрической цепи, учитывая, что магнитное по-
ле не совершает работы:

Aист = E ·∆q = ∆WC +∆WL +∆Ek,

гдеWC иWL — энергия конденсатора и катушки индуктивности соответственно, а Ek — кине-
тическая энергия вращения обода. Приведём выражения для них:

WC =
q2

2C
WL =

Lq̇2

2
Ek =

mR2ω2

2
.

Дифференцируя по времени закон сохранения энергии, получим:

E q̇ =
qq̇

C
+ Lq̇q̈ +mR2ωω̇. (3)

Умножая уравнение (2) на q̇ и вычитая из него уравнение (3), получим следующее соотношение
между ω̇ и q̇:

BR2q̇

2
= mR2ω̇ ⇒ ω =

qB

2m
. (4)

В последнем переходе мы воспользовались начальными условиями:

ω(0) = 0 q(0) = 0.
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Примечание: Связь ω и q может быть получена из уравнения динамики вращательного движе-
ния диска относительно точки O. Действительно:

dL⃗O

dt
= mR2 · dω⃗

dt
= M⃗O.

Определим момент силы Ампера, действующей на возникающий в диске электрический ток:

dM⃗O = dI
[
r⃗ × [dr⃗ × B⃗]

]
= −dI · r dr B⃗,

где r — расстояние до точкиO. Поскольку через круг любого радиуса с центром в точкеO про-
текает ток силой I — для момента M⃗O получим:

M⃗O = IB⃗

∫ 0

R
r dr =

IR2B⃗

2
=

R2B⃗

2
· dq
dt

.

Таким образом:

mR2 · dω⃗
dt

=
R2B⃗

2
· dq
dt

⇒ ω⃗ =
qB⃗

2m
.

Таким образом, возможны три комбинации двухфизических законов, приводящие к решению
задачи: 1) закон электромагнитной индукции и закон сохранения энергии; 2) уравнение дина-
мики вращательного движения и закон электромагнитной индукции; 3) уравнение динамики
вращательного движения и закон сохранения энергии.

Для определения максимальной угловой скорости заметим, что она достигается в момент, ко-
гда сила тока в цепи оказывается равной нулю. Тогда из закона изменения энергии имеем:

Eq =
q2

2C
+

mR2ω2
max

2
⇒ 2mωmaxE

B
=

ω2
max
2

(
4m2

B2C
+mR2

)
,

откуда:

ωmax =
4BCE

4m+B2R2C
.

Комбинируя уравнения (2) и (4), получим:

E = ω̈ · 2mL

B
+ ω ·

(
BR2

2
+

2m

BC

)
. (5)

Вводя переменную ω′ = ω − 2BCE/(4m+B2R2C), получим уравнение гармонических колеба-
ний:

ω̈′ = −ω′
(

1

LC
+

B2R2

4mL

)
= −Ω2

0ω
′

[
Ω0 =

√
1

LC
+

B2R2

4mL

]
⇒ ω′(t) = A cos(Ω0t+ φ0).

Определим A и φ0 из начальных условий:ω(0) =
2BCE

4m+B2R2C
+A cosφ0 = 0

ω̇(0) = −Ω0A sinφ0 = 0
⇒ φ0 = π; A =

2BCE
4m+B2R2C

.

Окончательно для ω(t) имеем:

ω(t) =
2BCE

4m+B2R2C

(
1− cos

(√
1

LC
+

B2R2

4mL
t

))
. (6)

Угловая скорость впервые достигает значения ωmax, когда cosΩ0τ = −1, т. е. при ω0τ = π. Тогда
для τ находим:

τ =
π√

1

LC
+

B2R2

4mL

.
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Задача 4 Адиабатическая анизотропия

В горизонтальный цилиндрический сосуд герметично вставлен поршень, перемещающийся
с помощью прикреплённой к нему рукоятки. В сосуде находится насыщенный пар воды при
температуре T0 = 333 К. Жидкой фазы воды в сосуде нет.

Водяной пар можно считать идеальным многоатомным газом. Удельная теплота парообразо-
вания воды при температуре T0 равна L = 2,36 МДж/кг и в рамках задачи может считаться не
зависящей от температуры. Универсальная газовая постоянная равна R = 8,31 Дж/(моль · К).
Молярная масса воды равна µ = 18,0 г/моль.

Считайте известным, что малые относительные изменения давления насыщенного пара и его
абсолютной температуры вблизи значений p0(T0) и T0 соответственно связаны соотношением
εp = ∆p/p0 = αεT = α ·∆T/T0, где α = 15,3.

1. Температуру в сосуде начинают медленно изменять. Объём сосуда изменяется таким об-
разом, что всё вещество в сосуде всё время остаётся в газообразном состоянии, при этом
водяной пар всё время является насыщенным. Чему равна молярная теплоёмкость водя-
ного пара в данном процессе?

Рассмотрим адиабатически изолированный сосуд.

2. Найдите изменение температуры∆T1 в сосуде при медленном относительном уменьше-
нии его объёма на величину β = 5%.

3. Найдите изменение температуры ∆T2 в сосуде при медленном относительном увеличе-
нии его объёма на величину β = 5%.

Подсказка

Теплоёмкость пара на кривой насыщения найдите из первого начала, подставив dp/dT из дан-
ного соотношения. При адиабатическом сжатии сравните, во сколько раз растёт давление су-
хого пара и давление насыщенного пара при том же нагреве; при расширении пар остаётся
насыщенным и частично конденсируется — теплота конденсации идёт на нагрев.

Ответ

1)Cнас = R(4−α) ≈ −93,9 Дж/(моль·К); 2)∆T1 = βT0/3 ≈ 5,6 К; 3)∆T2 = −T0·
β

α− 1 + (4− α)RT0/(µL)
≈

−1,2 К.

Решение

1. Запишем первое начало термодинамики для вещества под поршнем:

δQ = dU + δA = dU + p dV = dU + d(pV )− V dp.

Далееиспользуемвыражениедля внутренней энергииидеального газаи уравнениеМенделеева–
Клапейрона:

U = νCV T pV = νRT.

botay.pro 13

https://botay.pro/olimpiady/vsosh/2022-23-zakl-11-teor/
https://botay.pro/olimpiady/vsosh/2022-23-zakl-11-teor/


Ботай ВсОШ, 2022/23, заключительный этап, 11 класс, теоретический тур

Поскольку вещество в сосуде целиком остаётся в газообразной фазе:

d(pV ) = νR dT.

Тогда получим:
δQ = νCV dT + νR dT − V dp = νCp dT − V dp,

где Cp = CV + R = 4R — молярная теплоёмкость идеального многоатомного газа при посто-
янном давлении.

Для теплоёмкости идеального газа, выраженной через параметры (p, T ), имеем:

C =
δQ

dT
= νCp − V · dp

dT
= νCp −

νRT

p
· dp
dT

= ν

(
Cp −R · εp

εT

)
.

Тогда молярная теплоёмкость насыщенного пара равна:

Cнас = Cp − αR = R(4− α) = −93,9 Дж/(моль · К).

2. При изменении объёма сосуда возможны два принципиально различных физических про-
цесса: 1) если относительное изменение давления водяного пара под поршнем меньше от-
носительного изменения давления насыщенного пара при том же относительном изменении
температуры, т. е. если εp < εp(н.п) = αεT , — вещество в сосуде целиком остаётся в газообраз-
ном состоянии, а пар перестаёт быть насыщенным; 2) если описанное условие соотношения
относительных изменений давлений при одинаковом относительном изменении температу-
ры не выполняется — пар в сосуде будет оставаться насыщенным и при этом частично кон-
денсироваться.

Получим относительное изменение давления пара под поршнем, считая, что он целиком оста-
ётся в газообразном состоянии. Из уравнения Менделеева–Клапейрона получим:

pV = νRT ⇒ p dV + V dp = νR dT =
pV dT

T
⇒ εp + εV = εT .

Запишем первое начало термодинамики:

dU = −δA ⇒ νCV dT = −p dV = −νRT dV
V

⇒ εT = −RεV
CV

.

Обратим внимание, что εT > 0, поскольку εV < 0. Далее находим:

εp = εT − εV = εT

(
1 +

CV

R

)
=

CpεT
R

= 4εT < αεT .

Таким образом, всё вещество под поршнем остаётся газообразным. Тогда полученное нами
выражение для εT является применимым, и температура увеличивается на величину, равную:

∆T = T0 ·
β

CV /R
=

βT0

3
≈ 5,6 К.

3. Из решения второго пункта следует, что при увеличении объёма без конденсации темпе-
ратура в сосуде должна уменьшиться. Тогда пар в сосуде будет оставаться насыщенным и при
этом частично конденсироваться, поскольку иначе давление пара в сосуде станет выше дав-
ления насыщенного пара при той же температуре, что невозможно.

Продифференцируем уравнение Менделеева–Клапейрона с учётом изменения газообразного
количества вещества в сосуде:

pV = νRT ⇒ εp + εV = εν + εT ⇒ εT (α− 1) + εV = εν ,
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поскольку в рассматриваемом процессе εp = αεT .

Из первого начала термодинамики:

δQнас + L dm = 0,

гдеQнас —количество теплоты, полученноенеконденсирующимсянасыщеннымпаром, а dm =
µ dν — изменение массы водяного пара.

Поскольку состояние неконденсирующегося водяного пара в координатах (p, T ) описывается
кривой фазового равновесия, его теплоёмкость равна теплоёмкости Cнас, полученной при ре-
шении первого пункта, поэтому для количества теплоты δQнас имеем:

δQнас = Cнас dT.

Примечание: Отметим, что формула

δQнас = CV dT + p dV,

где dV — изменение объёма сосуда, не является правильной, поскольку вследствие фазового
перехода величина dV не равна изменению объёма, занимаемого неконденсирующимся во-
дяным паром.

Возвращаясь к первому началу термодинамики для системы, получим:

νCнас dT + λµ dν = 0 ⇒ εν = −CнасTεT
µλ

.

Отсюда:

εT (α− 1) + εV = −CнасTεT
µλ

.

Окончательно находим:

∆T = −T0 ·
β

α− 1 +
(Cp − αR)T0

µλ

= −T0 ·
β

α− 1 +
(4− α)R

µλ

≈ −1,2 К.

Задача 5 Туда-сюда

На плоской доске, образующей с горизонтом угол α = 30,0◦, находится маленькая шайба. Ко-
эффициент трения между шайбой и доской равен µ = tgα. Вблизи основания доски шайбе
сообщают скорость v0 = 8,00 м/с, и она движется по доске, пока снова не достигнет основания.
Основание доски горизонтально. Известно, что в моменты старта и повторного достижения
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основания доски вектор скорости шайбы образовывал углы φ0 = 60,0◦ и φ1 = 159,3◦ соответ-
ственно с положительным направлением оси y, направленной вверх по доске (см. рис). Уско-
рение свободного падения g = 9,80 м/с2. Шайба не вращается.

Примечание: Ответ на каждый из вопросов задачи должен быть как рассчитан, так и выражен
аналитически через заданные в условии величины!

1. Определите ускорения шайбы a0 и a1 в момент старта и прямо перед повторным дости-
жением основания доски соответственно.

2. Определите скоростишайбы uи v1 в верхней точке траекторииипрямоперед повторным
достижением основания доски соответственно.

3. Определите время t, через которое шайба повторно достигает основания доски.

Подсказка

При µ = tgα сила трения по модулю равна скатывающей силе mg sinα, поэтому их сумма на-
правлена по биссектрисе угла между −v⃗ и −y⃗. Отсюда касательное ускорение равно проекции
ускорения на ось y, и величина v − vy сохраняется. Время найдите, проинтегрировав этот ин-
вариант и применив теорему о кинетической энергии.

Ответ

1) a0 = 2g sinα cos(φ0/2) ≈ 8,49 м/с2, a1 = 2g sinα cos(φ1/2) ≈ 1,76 м/с2; 2) u = v0(1− cosφ0) ≈

4,00 м/с, v1 =
v0(1− cosφ0)

1− cosφ1
≈ 2,07 м/с; 3) t =

v0
2g sinα(1− cosφ0)

(
1−

(
1− cosφ0

1− cosφ1

)2
)

≈

1,52 с.

Решение

1. Пусть m — масса шайбы. В плоскости доски на шайбу действуют компонента силы тяжести
mg sinα, а также сила трения Fтр = µmg cosα, причём поскольку µ = tgα:

Fтр = mg sinα.

Изобразимнарисунке компоненту силытяжестии силу трения, соответствующиеуглуφмежду
направлением скорости шайбы и осью y.

Из него следует, что равнодействующая R компоненты силы тяжести и силы трения равна:

R = 2mg sinα cos(φ/2).
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Тогда для ускорений a0 и a1 имеем:

a0 = 2g sinα cos(φ0/2) ≈ 8,49 м/с2, a1 = 2g sinα cos(φ1/2) ≈ 1,76 м/с2.

2.Первое решение: Равнодействующая компоненты силы тяжести и силы трения направлена
вдоль биссектрисы углаφмеждунаправлением скоростии осью y—тангенциальное ускорение
шайбы и проекция её ускорения на ось y равны друг другу, aτ = ay, поэтому:

v − vy = v(1− cosφ) = const = v0(1− cosφ0).

Второе решение: Запишем выражения для тангенциальной и нормальной компонент уско-
рения:

aτ = v̇ = −g sinα(1 + cosφ), an = vφ̇ = g sinα sinφ.

Отсюда:
v̇

vφ̇
= −1 + cosφ

sinφ
= − 1

tg(φ/2)
.

Разделим переменные и получим:
dv
v

= − dφ
tg(φ/2)

.

Проинтегрируем полученное выражение (θ = φ/2):∫ v

v0

dv
v

= ln
(

v

v0

)
= −

∫ φ

φ0

dφ
tg(φ/2)

= −2

∫ φ/2

φ0/2

cos θ dθ
sin θ

= −2 ln
(

sin(φ/2)
sin(φ0/2)

)
.

Избавляясь от логарифма, получим:

v

v0
=

sin2(φ0/2)

sin2(φ/2)
, v(φ) =

v0(1− cosφ0)

1− cosφ
.

Поскольку в верхней точке траектории φ = 90◦, для скоростей u и v1 имеем:

u = v0(1− cosφ0) ≈ 4,00 м/с, v1 =
v0(1− cosφ0)

1− cosφ1
≈ 2,07 м/с.

3.Первое решение:Обратим внимание, что из найденного во второмпункте инварианта сле-
дует:

v − vy = v0(1− cosφ0).

Интегрируя по времени, получим

S −∆y = v0(1− cosφ0)t,

где ∆y и S — изменение координаты y шайбы и пройденный ею путь соответственно.

К моменту достижения шайбой основания доски ∆y = 0, поэтому:

S = v0(1− cosφ0)t.

Для определения пути S воспользуемся законом изменения кинетической энергии:

∆Ek =
mv2

2
− mv20

2
= Aтяж +Aтр = −mg sinα∆y −mg sinαS.

Поскольку при достижении основания доски ∆y = 0:

v20 − v21 = 2g sinαS = 2g sinα v0(1− cosφ0)t,
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откуда:

t =
v0

2g sinα(1− cosφ0)

(
1−

(
1− cosφ0

1− cosφ1

)2
)

≈ 1,52 с.

Второе решение: С учётом полученной зависимости v(φ) время t можно определить, напри-
мер, из уравнения для нормальной компоненты ускорения шайбы:

vφ̇ = g sinα sinφ ⇒ dt =
v dφ

g sinα sinφ
=

v0(1− cosφ0)

g sinα
· dφ
(1− cosφ) sinφ

.

Перейдём к переменной половинного угла:

dt =
v0(1− cosφ0)

g sinα
· dφ
4 sin3(φ/2) cos(φ/2)

.

Воспользуемся стандартной тригонометрической подстановкой z = tg(φ/2). Тогда получим:

sin(φ/2) =
z√

1 + z2
, cos(φ/2) =

1√
1 + z2

.

Свяжем dφ и dz:

dz = d tg(φ/2) =
1

cos2(φ/2)
· dφ
2

=
(
1 + tg2(φ/2)

)
· dφ
2
, dφ =

2 dz
1 + z2

.

Отсюда имеем:

dt =
v0(1− cosφ0)

g sinα
· (1 + z2)2

4z3
· 2 dz
1 + z2

.

Вводя переменные z0 = tg(φ0/2) и z1 = tg(φ1/2), для времени t получим:

t =
v0(1− cosφ0)

2g sinα

∫ z1

z0

1 + z2

z3
dz =

v0(1− cosφ0)

2g sinα

(∫ z1

z0

dz
z3

+

∫ z1

z0

dz
z

)
.

Интегрируя, находим:

t =
v0(1− cosφ0)

2g sinα

(
1

2z20
− 1

2z21
+ ln

(
z1
z0

))
.

Возвращаясь к исходным переменным, для времени t находим:

t =
v0(1− cosφ0)

2g sinα

(
1

1− cosφ0
− 1

1− cosφ1
+ ln

(
tg(φ1/2)

tg(φ1/2)

))
≈ 1,52 с.

Примечание 1: Вообще говоря, задача является переопределённой, поскольку значение φ1 од-
нозначно определяется значением φ0, однако в такой формулировке задача становится слиш-
ком сложной. Участникам олимпиады было достаточно получить лишь одно уравнение, свя-
зывающее φ1 и t. Без заданного значения φ1 решение третьего пункта задачи требует комби-
нации первого и второго изложенных решений. Численное значение φ1 = 159,3◦ можно найти,
приравняв два выражения для t и численно решив полученное уравнение:

1

(1− cosφ0)2
− 1

(1− cosφ1)2
=

1

1− cosφ0
− 1

1− cosφ1
+ ln

(
tg(φ1/2)

tg(φ0/2)

)
.

Примечание 2: Из комбинации двух решений также получаются явные зависимости переме-
щения ∆y и пути S от угла φ:

∆y(φ) =
v20(1− cosφ0)

2

4g sin2 α

(
cosφ0

(1− cosφ0)2
− cosφ

(1− cosφ)2
− ln

(
tg(φ/2)
tg(φ0/2)

))
,
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S(φ) =
v20(1− cosφ0)

2

4g sin2 α

(
2− cosφ0

(1− cosφ0)2
− 2− cosφ

(1− cosφ)2
+ ln

(
tg(φ/2)
tg(φ0/2)

))
.

Помимо этого, мы можем определить зависимость перемещения вдоль оси x, направленной
вдоль основания наклонной плоскости, от угла φ:

dx = v sinφ dt = v sinφ · dφ
φ̇

=
v2 dφ
g sinα

=
v20(1− cosφ0)

2

g sinα
· dφ
(1− cosφ)2

.

Вновь переходя к переменной z = tg(φ/2), получим:

∆x(z) =
v20(1− cosφ0)

2

2g sinα

∫ z

z0

(1 + z2)2

z4
· dz
1 + z2

=
v20(1− cosφ0)

2

2g sinα

(∫ z

z0

dz
z4

+

∫ z

z0

dz
z2

)
.

Интегрируя, находим:

∆x(z) =
v20(1− cosφ0)

2

2g sinα

(
1

3z30
− 1

3z3
+

1

z0
− 1

z

)
.

Возвращаясь к переменной φ:

∆x(φ) =
v20(1− cosφ0)

2

2g sinα

(
1

3 tg3(φ0/2)
− 1

3 tg3(φ/2)
+

1

tg(φ0/2)
− 1

tg(φ/2)

)
.

Таким образом, траектория шайбы может быть получена аналитически в параметрической
форме, поскольку ∆y(φ) и ∆x(φ) являются известными аналитическими функциями. Траек-
тория для заданных значений v0, φ0, α и g представлена на рисунке ниже.

Источник: Всероссийская олимпиада школьников по физике, 2022/23, заключительный этап, 11 класс, теоретический тур
— условия, решения. Задачи перенабраны на botay.pro, решения — по официальным.
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